
Èíôîðìàöèîííîå ñîîáùåíèå î ïðîãðàììíîé
ðåàëèçàöèè ÀËÃÅÁÐÛ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß

Â Öåíòðàëüíîì ýêîíîìèêî�ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå ÀÍ ÑÑÑÐ ðàç-
ðàáîòàíà è ðåàëèçîâàíà â ÿçûêå BASIC íà ÝÂÌWANG ïðîãðàììíàÿ ñè-
ñòåìà �TAYLOR�. Ýòà ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïüþòåðíóþ �Àë-
ãåáðó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ�, ïîçâîëÿþùóþ âû÷èñëÿòü íà ÝÂÌ ëþáîå
òðåáóåìîå ÷èñëî n ïðîèçâîäíûõ îò ïðîèçâîëüíîé (äàííîé) ôóíêöèè â
çàäàííîé òî÷êå; ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ëèáî ÿâíîé ôîðìóëîé
y = f(x), ëèáî íåÿâíî � ñîîòíîøåíèåì Φ(x, y) = 0, ëèáî ïàðàìåòðè÷åñêè
� x = f1(t), y = f2(t), ëèáî, íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ y′ = G(x, y), y(x0) = y0 (çàäà÷à Êîøè). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ àáî-
íåíòó äîñòàòî÷íî ëèøü íàïèñàòü â ÿçûêå BASIC ôîðìóëó ñîîòâåòñòâó-
þùåé ôóíêöèè (f(x); Φ(x, y); f1(t), f2(t); G(x, y)) è óêàçàòü çíà÷åíèÿ
àðãóìåíòîâ è ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ n.

Ðå÷ü èäåò î âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ íå ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïðèáëè-
æåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, à íåïîñðåäñòâåííî íà îñíîâå ôîðìóë äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà îãðàíè÷èâàåòñÿ ëèøü
âîçìîæíîñòÿìè ÝÂÌ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà Taylor îòêðûâàåò
ïðèíöèïèàëüíî íîâûå òî÷íûå è ïðîñòûå ñðåäñòâà äëÿ øèðîêîãî
èñïîëüçîâàíèÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå ìåòîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðåä-
ñòàâëåíèåì ôóíêöèé ðÿäàìè Òåéëîðà, ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî-
æåíèé, ïðÿìûõ ìåòîäîâ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ. Â ýòîì îòíîøåíèè ñè-
ñòåìà TAYLOR ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíîé è íå èìååò àíàëîãîâ â ìèðîâîé
ïðàêòèêå.

Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè äåìîíñòðàöèîííîé ãîòîâíîñòè.
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ÀËÃÅÁÐÀ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß
ïðîñïåêò ïðîãðàììíîé ñèñòåìû

Êîìïëåêñ ïðîãðàìì Àëãåáðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ TAYLOR âêëþ÷à-
åò ïðîöåäóðó äâóõ óðîâíåé. Ïðîöåäóðû ïåðâîãî, áàçîâîãî óðîâíÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ôóíäàìåíòîì âñåé ñèñòåìû è èìåþò âàæíîå ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà-
÷åíèå � îíè îòêðûâàþò ïðèíöèïèàëüíî íîâûå âîçìîæíîñòè â âû÷èñëè-
òåëüíîé ìàòåìàòèêå. Ïðîöåäóðû âòîðîãî óðîâíÿ ðåàëèçóþò ÷àñòü ýòèõ
âîçìîæíîñòåé â ôîðìå ñòàíäàðòíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ òèïîâûõ çà-
äà÷. Âñå ïðîöåäóðû ðåàëèçîâàíû â ÿçûêå BASIC íà ÝÂÌ WANG.

1. Áàçîâûå ïðîöåäóðû

Áàçîâûå ïðîöåäóðû îñóùåñòâëÿþò âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ äàííîé
ôóíêöèè îäíîãî èëè äâóõ àðãóìåíòîâ â çàäàííîé òî÷êå è â òðåáóåìîì êî-
ëè÷åñòâå. Â îáðàùåíèè ê ïðîöåäóðàì ïàðàìåòðîì, çàäàþùèì ôóíêöèþ,
ÿâëÿåòñÿ ñòðî÷íàÿ ñèìâîëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, ñîäåðæàùàÿ çàïèñü ôîðìóëû
äàííîé ôóíêöèè â îáû÷íûõ ñèìâîëàõ ÿçûêà BASIC (àíàëîãè÷íî ïðàâîé
÷àñòè îïåðàòîðà ïðèñâàèâàíèÿ). Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ â
çàäàííîé òî÷êå ðàâíîñèëüíî ïîñòðîåíèþ îòðåçêà ðÿäà Òåéëîðà â îêðåñò-
íîñòè ýòîé òî÷êè, ìû äàåì îïèñàíèå ïðîöåäóð íåïîñðåäñòâåííî â âèäå
ïðîöåäóð âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà � ýòî áîëåå åñòå-
ñòâåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé.

À. Ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî

1.1. Proc 11 (“f(x)′′; x0, n) � ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà
(âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ). Ïðîöåäóðà âû÷èñëÿåò êîýôôèöèåíòû ck =
ck(f ; x0) îòðåçêà ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = x0

f(x) ∼ c0 + c1(x− x0) + . . . + cn(x− x0)
n, ck :=

1

k!

dkf

dxk
|x0

;

çäåñü f � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìó-
ëîé �f(x)�, çàïèñàííîé â ÿçûêå BASIC, n � òðåáóåìûé ïîðÿäîê ðàçëîæå-
íèÿ, x0 � äàííîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè f .

1.2. Proc 12 (“f(x)′′; x0, n) � ðàçëîæåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïðî-
öåäóðà âû÷èñëÿåò êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà ck(g; u0) ôóíêöèè x = g(u),
îáðàòíîé ê ôóíêöèè u = f(x) â òî÷êå u0 := f(x0) (òàêàÿ ôóíêöèÿ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè u0 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà, åñëè f ′(x0) 6= 0).

1.3. Proc 13 (“f1(t)
′′, “f2(t)

′′; t0, n) � ðàçëîæåíèå ôóíêöèè, çàäàííîé
ïàðàìåòðè÷åñêè. Ïðîöåäóðà âû÷èñëÿåò êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà ck(y; x0)
ôóíêöèè y(x), îïðåäåëåííîé ïàðàìåòðè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè x = f1(t),
y = f2(t), â òî÷êå x0 := f1(t0) (òàêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà, åñëè f ′1(t0) 6= 0).
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Á. Ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

1.4. Proc 14 (“Φ(x, y)′′; x0, y0, n) � ðàçëîæåíèå (âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ) ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðîöåäóðà âû÷èñëÿåò êîýô-
ôèöèåíòû ckt(Φ; x0, y0) îòðåçêà ïîðÿäêà n �äâóìåðíîãî� ðÿäà Òåéëîðà
ôóíêöèè Φ(x, y) â òî÷êå (x0, y0)

Φ(x, y) ∼
∑

0≤k+t≤n

ckt(x− x0)
k(y − y0)

t, ckt :=
1

k!t!

∂k+tΦ

∂xk∂ut
|(x0,y0) .

Ñìûñë ïàðàìåòðîâ ïðîöåäóðû àíàëîãè÷åí îïèñàíèþ Proc 11.
1.5. Proc 15 (“Φ(x, y)′′, “y(x)′′; x0, n) � ðàçëîæåíèå �ïîëíîé� ôóíê-

öèè (âû÷èñëåíèå ïîëíûõ ïðîîèçâîäíûõ). Ïðîöåäóðà âû÷èñëÿåò êîýôôè-
öèåíòû Òåéëîðà ck(f ; x0) �ïîëíîé� ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé f(x) :=
Φ(x, y(x)) â òî÷êå x0.

1.6. Proc 16 (“Φ(x, y)′′; x0, y0, n) � ðàçëîæåíèå (âû÷èñëåíèå ïðîèçâîä-
íûõ) íåÿâíîé ôóíêöèè. Ïðîöåäóðû âû÷èñëÿþò êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà
ck(y; x0) íåÿâíîé ôóíêöèè y(x), îïðåäåëåííîé ñîîòíîøåíèåì Φ(x, y) =
Φ(x0, y0) â òî÷êå x0 (òàêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò

è åäèíñòâåííà, åñëè
∂Φ

∂y
|(x0,y0) 6= 0).

2. Ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çàäà÷

Êîìïëåêò ïðîöåäóð ýòîãî óðîâíÿ ìîæåò ïîïîëíÿòüñÿ íåîãðàíè÷åííî.
Çäåñü ìû ïðèâîäèì íåñêîëüêî òèïîâûõ çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ äàåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì áàçîâûõ ïðîöåäóð.

2.1. Proc 21 (“f(x)′′; x0, n) � âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Òåéëîðà

ck(F ; x0) ïåðâîîáðàçíîé F (x) :=
x∫

x0

f(t)dt. Ýòà ïðîöåäóðà ìîæåò èñïîëü-

çîâàòüñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (îïðåäåëåííîãî)

a∫
x0

f(t)dt = F (a) '
n∑

k=1

ck(F ; x0)(a− x0)
k .

2.2. Proc 22 (“f(x)′′; x0, n) � íàõîæäåíèå êîðíÿ x∗ óðàâíåíèÿ f(x) = 0,
ëåæàùåãî â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè x0. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(x) = 0
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè x = g(u), îáðàòíîé ê
ôóíêöèè u = f(x) â òî÷êå u = 0, ò. å. x∗ = g(0); ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû ðàçëîæåíèÿ 1.2 â òî÷êå u0 := f(x0).
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2.3. Proc 23 (“Φ(x, y)′′; x0, y0, n) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = Φ(x, y), y(x0) = y0. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà äëèíû n;
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ äàííîé ïðîöåäóðîé.

2.4. Proc 24 (“f(x)′′; x0, λ, n) � âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò áûñòðîîñöèë-
ëèðóþùåé ôóíêöèè

I(λ) := λ

∞∫
x0

f(x) sin(λx) dx , λ � 1

(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(x) óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî).
Èñïîëüçóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

I(λ) ∼
n∑

k=0

bk

λk
λ →∞ ,

ãäå bk ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà ck(f ; x0) ôóíêöèè
f . Èíòåãðàëû òèïà I(λ) ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè (âîëíîâàÿ ìåõàíèêà, îïòèêà, àêóñòèêà è äð.).
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Ïðåàìáóëà

Â íàñòîÿùåì Ñîîáùåíèè ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòìû, ðåøàþùèå ñëåäóþ-
ùèå (îñíîâíûå) çàäà÷è.

À1. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïî èçâåñò-
íûì çíà÷åíèÿì ïðîèçâîäíûõ u′, u′′, . . . , u(n) äàííîé ôóíêöèè u(x) â íåêî-
òîðîé òî÷êå x0 è ïðîèçâîäíûõ f ′, f ′′, . . . , f (n) äàííîé ôóíêöèè f(u) â òî÷-
êå u0 = u(x0) íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ
Ψ′, Ψ′′, . . . , Ψ(n) ñëîæíîé ôóíêöèè Ψ(x) = f(u(x)) â òî÷êå x0. Ñïåöèàëü-
íî âûäåëåíû ñëó÷àè f(u) = 1/u, f(u) = eu, äîïóñêàþùèå áîëåå ïðîñòîå
ðåøåíèå.

À2. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ îáðàòíîé ôóíêöèè. Ïî èçâåñò-
íûì çíà÷åíèÿì ïðîèçâîäíûõ f ′, f ′′, . . . , f (n) äàííîé ôóíêöèè
f(u) â íåêîòîðîé òî÷êå u0 íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ
u′, u′′, . . . , u(n) ïðîèçâîäíûõ îáðàòíîé ôóíêöèè u(x) â òî÷êå x0 = f(u0).
Ïîä îáðàòíîé ôóíêöèåé ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ u(x), îïðåäåëåí-
íàÿ è íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ÷òî u(x0) = u0,
f(u(x)) ≡ x.

À3. Âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñëîæíîé ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ. Ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂p+qΦ

∂xp∂uq
, 1 ≤ p + q ≤ n äàííîé ôóíêöèè Φ(x, u) â íåêîòîðîé òî÷êå

(x0, u0) è ïðîèçâîäíûõ f ′, f ′′, . . . , f (n) äàííîé ôóíêöèè f(z) â òî÷êå

z0 = Φ(x0, u0) íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂p+qΨ

∂xp∂uq
,

1 ≤ p + q ≤ n ñëîæíîé ôóíêöèè Ψ(x, u) = f(Φ(x, u)) â òî÷êå (x0, u0).
À4. Âû÷èñëåíèå ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì

ïðîèçâîäíûõ u′, u′′, . . . , u(n) äàííîé ôóíêöèè u(x) â íåêîòîðîé òî÷êå x0

è çíà÷åíèÿì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂p+qΦ

∂xp∂uq
, 1 ≤ p + q ≤ n

äàííîé ôóíêöèè Φ(x, u) â òî÷êå (x0, u0), u0 = u(x0) íàõîäÿòñÿ ïðîèçâîä-
íûå Ψ′, Ψ′′, . . . , Ψ(n) ôóíêöèè Ψ(x) = Φ(x, u(x)) â òî÷êå x0.

À5. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ íåÿâíîé ôóíêöèè.Ïî èçâåñòíûì

çíà÷åíèÿì ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂p+qΦ

∂xp∂uq
, 1 ≤ p+ q ≤ n äàííîé ôóíêöèè

Φ(x, u) â íåêîòîðîé òî÷êå (x0, u0), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Φ(x0, u0) =
0, íàõîäÿòñÿ ïðîèçâîäíûå u′, u′′, . . . , u(n)

íåÿâíîé ôóíêöèè u(x) â òî÷êå x0; ïîä íåÿâíîé ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ ôóíê-
öèÿ u(x), îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0, ÷òî u(x0) = u0, Φ(x, u(x) ≡ 0.
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Âñþäó çäåñü n � ëþáîå (íî ôèêñèðîâàííîå) íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äàí-
íûå ôóíêöèè u, f, Φ ïðåäïîëàãàþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè òðåáóåìîå ÷èñ-
ëî ðàç, â îñòàëüíîì îíè ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Ñëåäóåò óêàçàòü, ÷òî
âñå ïåðå÷èñëåííûå àëãîðèòìû íàõîäÿò òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ
ïî ôîðìóëàì äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ (â îòëè÷èå îò êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ, äàþùèõ ëèøü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ è ðàáîòà-
þùèõ ëèøü ïðè ìàëûõ n). Ïðè ýòîì, êàê àðãóìåíò x, òàê è ôóíêöèè
u, f, Φ ìîãóò áûòü êîìïëåêñíîçíà÷íûìè. Àëãîðèòìû ïðèâåäåíû â òåê-
ñòå â çàïèñè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñîêðàùåíèå ÿçûêà Àëãîë, è, áóäó-
÷è ðåàëèçîâàíû â âèäå ïðîöåäóð Àëãîëà, ïðîøëè ïðîâåðêó íà ÝÂÌ; â
ýòèõ ïðîöåäóðàõ ðåàëèçîâàí ñëó÷àé âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, òî÷-
íûå òåêñòû ïðîöåäóð äàíû â Ïðèëîæåíèè. Îòìåòèì, ÷òî âñå àëãîðèòìû
À1�À6 ðåêóððåíòíû, ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ íåêîòîðîãî
ïîðÿäêà n âû÷èñëÿþòñÿ è âñå ïðîèçâîäíûå ìåíüøèõ ïîðÿäêîâ, íåçàâè-
ñèìî îò òîãî, íóæíû îíè àáîíåíòó èëè íåò.

Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

xp (p = const), ex, ln x, sin x, cos x

ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà âûïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì âèäå ÷åðåç ýòè æå
ôóíêöèè, à òàêæå íàëè÷èå íàçâàííûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â ñîñòà-
âå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ ÝÂÌ ïîçâîëÿþò íåðîñðåäñòâåííî ïîëó-
÷èòü íà ÝÂÌ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ëþáûõ ïîðÿäêîâ îò ýòèõ ôóíêöèé.
Ïðèìåíÿÿ çàòåì ìíîãîêðàòíî àëãîðèòì À1 è ôîðìóëû äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ

(λu)(k) = λu(k), (u + v)(k) = u(k) + v(k) (1)

(uv)(k) =
k∑

j=0

Cj
ku

(j)v(k−j) (2)

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ÝÂÌ ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèé, çà-
äàâàåìûõ ëþáûì àðèôìåòè÷åñêèì âûðàæåíèåì, ñîñòàâëåííûì èç ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé (àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé). Àëãîðèòì À2 ïîçâî-
ëÿåò âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé, îáðàòíûõ ê àðèôìåòè÷åñêèì,
à àëãîðèòì À5 (âìåñòå ñ àëãîðèòìîì À3) � îò ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ
àðèôìåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Φ(x, u) = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÝÂÌ îêà-
çûâàåòñÿ äîñòóïíîé àëãåáðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (îòìåòèì, ÷òî â
ýòó àëãåáðó ìîæíî âêëþ÷àòü è ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, åñëè òîëüêî óêà-
çàòü ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èõ ïðîèçâîäíûõ).

Ïðîñòîòà ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ è óíèâåðñàëüíîñòü çàäà÷è âû-
÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ (îñîáåííî â èíæåíåðíî�òåõ-
íè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ) ñòàâÿò â ïîâåñòêó äíÿ âîïðîñ î âíåäðåíèè àëãåáðû
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðàêòèêó íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ÿçûêè ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Ðå÷ü èäåò, òàêèì îáðàçîì, î ñîîòâåòñòâóþùåì ðàñ-
øèðåíèè óíèâåðñàëüíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ (Àëãîë, Ôîð-
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òðàí, PL è äð.) è òðàíñëÿòîðîâ ñ íèõ. Äåëî äîëæíî áûòü äîâåäåíî
äî òàêîé ñòàäèè, ÷òîáû äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà ÝÂÌ, íàïðèìåð, ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè

ln
(√

1 + x2 − sin x2/3
)

, x0 = 8

èëè ïðîèçâîäíûõ íåÿâíîé ôóíêöèè u(x), îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì

u2 − 2 sin (xu) + ln (x + u) = 0, (x0, u0) = (1, 0)

äîñòàòî÷íî áûëî áû íàïèñàòü â ïðîãðàììå ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ,
óêàçàòü çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ, ÷èñëî n òðåáóåìûõ ïðîèçâîäíûõ è àäðåñ
çàñûëêè ðåçóëüòàòà (ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî èìååò ìåñòî ñåé÷àñ â àðèôìå-
òè÷åñêèõ âûðàæåíèÿõ â îïåðàòîðàõ ïðèñâàèâàíèÿ). Ìîæíî, êîíå÷íî, ðå-
àëèçîâàòü ïðåäëàãàåìûå àëãîðèòìû â âèäå ïðîöåäóð (íàïðèìåð, êàê ýòî
ñäåëàíð â Ïðèëîæåíèè), íî òîãäà ðåøåíèå íàçâàííûõ çàäà÷ äëÿ àáîíåíòà
çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ, òàê êàê ïîòðåáóåòñÿ ìíîãîêðàòíîå îáðàùåíèå
ê ýòèì ïðîöåäóðàì, ÷òî ñóùåñòâåííî óäëèíÿåò ïðîãðàììó è, êðîìå òîãî,
íå èñêëþ÷àåò âåðîÿòíîñòè âíåñåíèÿ îøèáêè.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî âíåäðåíèå àëãåáðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîæåò
îòêðûòü íîâûå ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè â ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Íàïðèìåð, çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êîðíÿ óðàâíå-
íèÿ f(u) = 0 (çäåñü u � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ) ìîæíî èíòåðïðåòèðî-
âàòü êàê çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè u(x) â òî÷êå
x = 0. Áåðÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå u0 è ïîëàãàÿ x0 := f(u0),
ìîæíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà À2 íàéòè ïðîèçâîäíûå u′, u′′, . . . , u(n) |x0

â
êîëè÷åñòâå, äîñòàòî÷íîì äëÿ òîãî, ÷òîáû îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ðÿäà Òåé-
ëîðà â òî÷êå x0

u∗ = u(x)|x=0 = u0 + (x− x0)u
′ + 1

2(x− x0)
2u′′ + . . . |x=0 =

= u0 − x0u
′ + 1

2x
2
0u
′′ − . . .

(3)

ìîæíî áûëî áû ïðåíåáðå÷ü (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
ðÿäà (3) áîëüøå |x0|, äëÿ ýòîãî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äîëæíî áûòü äî-
ñòàòî÷íî õîðîøèì, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ f(u) äîëæíà áûòü ìîíîòîííà â
èíòåðâàëå (u0, u

∗); îòìåòèì. ÷òî èçâåñòíûé ìåòîä Íüþòîíà îãðàíè÷èâà-
åòñÿ äâóìÿ ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðÿäà (3) ñ ïîñëåäóþùèì èòåðèðîâàíèåì).
Ìû ïîëó÷àåì ôàêòè÷åñêè ïðÿìîé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(u) = 0.
Ê ýòîé æå çàäà÷å ñâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ íåÿâíîé ôóíêöèè u(x),
îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì Φ(x, u) = 0, â äàííîé òî÷êå x = ξ; äëÿ ýòîãî
íàäî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå f(u) = 0, ãäå f(u) := Φ(ξ, u).

Äðóãîé ïðèìåð: äëÿ èíòåãðàëîâ âèäà

ϕ(x) =

∫ ∞

0
e−xtf(t)dt
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(èíòåãðàëû Ëàïëàñà, øèðîêî ïðèìåíÿåìûå â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå)
ïðè x →∞ èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

ϕ(x) ∼
∑

k

f (k)(0)x−(k+1) (4)

(ñì. [1, ñ.41]). Âîîáùå, âî âñåõ ìåòîäàõ, èñïîëüçóþùèõ ðàçëîæåíèå â ðÿ-
äû, çíàíèå ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì.

Âàæíîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ àëãåáðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîãóò ñòàòü
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð, â çàäà÷å Êîøè (îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(x))

u′ = Φ(x, u), u(x0) = u0

çíàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂p+qΦ

∂xp∂uq
|(x0,u0) äî ïîðÿäêà n (îíè ìîãóò áûòü

íàéäåíû ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâÀ1,À3) è âûòåêàþùåå èç äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

u(k+1)(x) = Ψ(k)(x), Ψ(x) := Φ(x, u(x)) ,

ïîçâîëÿþò, ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì À4, ïîëó÷èòü ïîñëåäîâà-
òåëüíî çíà÷åíèÿ u′, u′′, . . . , u(n) |x=x0

è òåì ñàìûì ïðåäñòàâëåíèå èñêîìîé
ôóíêöèè u(x) â âèäå îòðåçêà ðÿäà Òåéëîðà äëèíû n; ýòî ðåàëèçîâàíî â
Ïðèëîæåíèè � ñì. ïðîöåäóðó dif 6.

Îòìåòèì, ÷òî èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé
äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ è òåì ñàìûì äëÿ ðàçëîæåíèÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè â ðÿä Òåéëîðà óæå èçâåñòíà â ëèòåðàòóðå. Âïåð-
âûå îíà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Ìóðîì â 1966 ãîäó [2], è çàòåì ïîëó÷èëà
ðàçâèòèå â ðàáîòàõ [3�4]; â íåäàâíåé ðàáîòå [5] ñîîòâåòñòâóþùèé ìåòîä
íàçâàí ìåòîäîì áûñòðîãî ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà (á.ð.Ò.) è òàì æå îòìå÷à-
åòñÿ, ÷òî åãî ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å Êîøè ìîæåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ñ÷åòà
â 5�50 ðàç. Ýòè äàííûå õàðàêòåðèçóþò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
ðÿäîâ Òåéëîðà è â ýòîì ñìûñëå óêàçàííóþ îöåíêó ìîæíî îòíåñòè è ê
ïðîöåäóðå dif 6. Îäíàêî ïðèìåíåíèå ìåòîäà á.ð.Ò. äîñòóïíî â êàæäîì
êîíêðåòíîì ñëó÷àå òîëüêî ïðè íåôîðìàëüíîì ó÷àñòèè àáîíåíòà, à ñîçäà-
íèå íà åãî îñíîâå óíèâåðñàëüíîãî ïàêåòà ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè ñëîæíî. Äåëî â òîì, ÷òî ýòîò ìåòîä òðåáóåò ïðèâåäåíèÿ çàäà÷è
ê òàê íàçûâàåìîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå � ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïðèìèòèâíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ñîäåðæà-
ùèìè ëèøü îäíó àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ +,−, ·, / . Òàêóþ ðåäóêöèþ
â îáùåì ñëó÷àå òðóäíî ôîðìàëèçîâàòü, è ïîïûòêè ñîçäàòü îáùóþ êîìïè-
ëèðóþùóþ ïðîãðàììó äî ñèõ ïîð, ïîâèäèìîìó, íå óâåí÷àëèñü óñïåõîì.
Óòâåðæäåíèå â [5, ñ. 1095], ÷òî ýòî óæå ñäåëàíî â [3,4] íå ïîäòâåðæäàåòñÿ:
ïðîâåðêà ïîêàçàëà, ÷òî òàì èìåþòñÿ ëèøü èëëþñòðàòèâíûå ïðèìåðû è
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èçëîæåíû ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ îáùåãî êîìïèëÿòîðà; îäíàêî ñ ìîìåíòà
ïóáëèêàöèè [4] ïðîøëî óæå áîëåå 10 ëåò, à ñîîáùåíèé î ñîçäàíèè òàêî-
ãî êîìïèëÿòîðà íå ïîÿâèëîñü (êóñòàðíóþ ðàáîòó [6] ìû íå ïðèíèìàåì
âî âíèìàíèå). Êîìïèëÿòîð, òðåáóåìûé ïðè íàøåì ïîäõîäå, ïðàêòè÷åñêè
íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò óæå äåéñòâóþùåãî â òðàíñëÿòîðàõ êîìïèëÿòîðà
àðèôìåòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ, è îí ìîæåò áûòü ñîçäàí â êîðîòêèå ñðîêè
(êîíå÷íî, ïðè ó÷àñòèè ñïåöèàëèñòîâ).

Ñ ïîÿâëåíèåì äàííûõ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ çàäà÷à ñîçäàíèÿ
êîìïèëÿòîðà äëÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ àëãåáðû äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðåàëüíîé è àêòóàëüíîé.

Íàêîíåö, óïîìÿíåì î âàæíîé çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ âûñøèõ ïðîèçâîä-
íûõ ôóíêöèè y = y(x), çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè: y = f(t), x = h(t);
òðåáóåòñÿ, çíàÿ f ′, f ′′, . . . , f (n) |t0, h′, h′′, . . . , h(n) |t0, íàéòè
y′, y′′, . . . , y(n) |x0

, x0 = h(t0), òàêàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â [7, Ï.3], ãäå
âûâîäèòñÿ êðàñèâàÿ ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ y(n) â ôîðìå îïðåäåëèòå-
ëÿ n−ãî ïîðÿäêà. Â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî Ñîîáùåíèÿ ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ
ïðèìåíåíèåì äâóõ áàçîâûõ àëãîðèòìîâ À1 è À2: ïîñêîëüêó y(x) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ y = f(t), t = t(x), ãäå t(x) � ôóíê-
öèÿ, îáðàòíàÿ ê h(t), òî ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìàÀ2 íàõîäÿòñÿ çíà-
÷åíèÿ t′, t′′, . . . , t(n) |x0

(äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî h′, h′′, . . . , h(n) |t0),
çàòåì ïî íèì è çíà÷åíèÿì f ′, f ′′, . . . , f (n) |t0 àëãîðèòì À1 íàõîäèò èñêî-
ìûå y′, y′′, . . . , y(n) |x0

.

* * *

Â îñíîâíîì òåêñòå Ñîîáùåíèÿ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è ñî-
ãëàøåíèÿ:

1) k! = 1 · 2 · · · k ïðè öåëîì k ≥ 1, 0! = 1 ;
2) y(k) � k−ÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y(x)

k = 1, 2, . . . , y(0) = y ;

3) åñëè m > n òî ñóììà
n∑

j=m

aj ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.

Äëÿ çàïèñè àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàùåííàÿ ôîðìà ÿçûêà Àë-
ãîë. Îïåðàòîð öèêëà

for j=m step 1 until n do begin. . . end
çàïèñûâàåòñÿ òàê:

n

j=m

{
. . .

}
,

ïðè ýòîì, åñëè m > n, òî ýòîò îïåðàòîð ýêâèâàëåíòåí ïóñòîìó. Îïåðàòîð
öèêëà

for j=m step -1 until n do begin. . . end
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çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
j=m

n

{
. . .

}
,

ïðè ýòîì, åñëè m < n, òî ýòîò îïåðàòîð ýêâèâàëåíòåí ïóñòîìó.

1. Ôàêòîðèçîâàííûå ïðîèçâîäíûå

Îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëå Ëåéáíèöà (2); îíà óïðîùàåòñÿ, åñëè âìåñòî
îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëüçîâàòüñÿ ôàêòîðèçîâàííûìè. Òàêîâûìè ìû
íàçûâàåì ïðîèçâîäíûå, îáîçíà÷àåìûå íèæíèì èíäåêñîì (k), êîòîðûå ïî
îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè

y(k) :=
1

k!
y(k) , k = 0, 1, 2, . . . .

Äëÿ ôàêòîðèçîâàííûõ ïðîèçâîäíûõ ôîðìóëû (1) ñîõðàíÿþòñÿ, à ôîð-
ìóëà (2) ïðèìåò âèä ñâåðòêè

(uv)(k) =
k∑

j=0

u(j)v(k−j) , (5)

ïîñêîëüêó Cj
k =

k!

j!(k − j)!
. Îòìåòèì, êðîìå òîãî, ÷òî u(0) = u, à òàêæå

ôîðìóëó(
u(1)
)
(j) =

1

j!

(
u(1)
)(j)

=
1

j!

(
u(1)
)(j)

=
u(j+1)

j!
= (j + 1)u(j+1) . (6)

Ïðèâåäåì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ôîðìóë äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòåé-
øèõ ðåêóððåíòíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ.

Ïðèìåð 1.
Ïðèìåíèì (5) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ v(0), v(1), . . . , v(n) |x0

ôóíê-
öèè v(x) = 1/u(x), èñõîäÿ èç çíà÷åíèé u(0), u(1), . . . , u(n) |x0

; ò. ê. uv ≡ 1,
òî (uv)(k) = 0 ïðè k ≥ 1, è ñîãëàñíî (5)

0 = u(0)v(k) + u(1)v(k−1) + . . . + u(k)v(0) ,

îòêóäà 
v(k) = − 1

u(0)

k∑
j=1

u(j)v(k−j) , k = 1, 2, . . .

v(0) =
1

u(0)
.
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Ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî äðóã çà äðó-
ãîì ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ v(0), v(1), . . . , v(n) ïðè èçâåñòíûõ
u(0), u(1), . . . , u(n) , ÷òî è òðåáóåòñÿ. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âû÷èñëåíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà

âõîä (n; a [0 : n]); ðàáî÷èé ìàññèâ b [0 : n];
if a0 = 0 then goto M; b0 := 1/a0

n

k=1

{
bk := −b0 ∗

k∑
j=1

aj ∗ bk−j

} n

k=0

{
ak := bk

}
M: âûõîä (a)

Ïîÿñíåíèå. Íà âõîäå ak = u(k), k = 0, 1, . . . , n; íà âûõîäå, åñëè a0 = 0,
òî ôóíêöèÿ v íå ñóùåñòâóåò (â ýòîì ñëó÷àå ìàññèâ a òîò æå, ÷òî íà
âõîäå), åñëè a0 6= 0, òî ak = v(k), k = 0, 1, . . . , n. Óêàæåì òàêæå, ÷òî
íàðÿäó ñ n = 1, 2, . . . äîïóñòèìî è çíà÷åíèå n = 0. Ïðè (îòíîñèòåëüíî)
áîëüøèõ n àëãîðèòì òðåáóåò ∼ n2/2 îïåðàöèé, ñ÷èòàÿ, ÷òî îïåðàöèÿ =
óìíîæåíèå + ñëîæåíèå; ïðè n = 10 ýòî ∼ 50 îïåðàöèé.

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ãîäèòñÿ è äëÿ ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé v(x) =
g(x)/u(x); ïðèìåíÿÿ ê ðàâåíñòâó g = uv ôîðìóëó (5), ïîëó÷èì

g(k) = u(0)v(k) + u(1)v(k−1) + . . . + u(k)v(0) ,

îòêóäà

v(k) =
1

u(0)

(
g(k) −

k∑
j=1

u(j)v(k−j)

)
, k = 0, 1, . . . .

Ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èòü çíà-
÷åíèÿ v(0), v(1), . . . , v(n) |x0

ïðè èçâåñòíûõ u(0), u(1), . . . , u(n) |x0
è

g(0), g(1), . . . , g(n) |x0
. Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì

âõîä (n; a, b [0 : n]); if a0 = 0 then goto M;

n

k=0

{
bk :=

1

a0

(
bk −

k∑
j=1

aj ∗ bk−j

)}
M: âûõîä (a0, b)

Ïîÿñíåíèå. Íà âõîäå ak = u(k), bk = g(k), k = 0, 1, . . . , n; íà âûõîäå,
åñëè a0 = 0, òî ôóíêöèÿ v íå ñóùåñòâóåò, åñëè a0 6= 0, òî bk = v(k). Äîïó-
ñòèìî n ≥ 0, îöåíêà ÷èñëà îïåðàöèé òà æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.
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Ïðèìåð 2.
Ðåøàåì òó æå çàäà÷ó, ÷òî è â ïðèìåðå 1 äëÿ ôóíêöèè v(x) = exp(u(x));

ò. ê. v(1) = v · u(1), òî ñîãëàñíî (5), (6) ïðè k ≥ 1 èìååì

v(k) =
1

k

(
v(1)
)
(k−1) =

1

k

(
vu(1)

)
(k−1) =

=
1

k

k−1∑
j=0

(
u(1)
)
(j) v(k−1−j) =

1

k

k−1∑
j=0

(j + 1)u(j+1)v(k−1−j) =

=
1

k

k∑
j=1

ju(j)v(k−j) .

(7)

Ýòî ñîîòíîøåíèå òàêæå ðåêóððåíòíî è (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî v(0) = exp
(
u(0)
)
)

ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü v(0), v(1), . . . , v(n) ïðè èçâåñòíûõ
u(0), u(1), . . . , u(n) . Àëãîðèòì çàïèøåòñÿ â âèäå

âõîä (n; a [0 : n]); ðàáî÷èé ìàññèâ b [1 : n];

a0 := exp(a0)

n

k=1

{
bk := k ∗ ak ak :=

1

k

k∑
j=1

bj ∗ ak−j

}

âûõîä (a) .

Ïîÿñíåíèå.Íà âõîäå ak = u(k), íà âûõîäå ak = v(k), k = 0, 1, . . . , n; n ≥
0, ÷èñëî îïåðàöèé ∼ n2/2.
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2. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ñëîæíîé ôóíêöèè

Ïðèìåðû 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè (äîïóñêàþùèìè ïðîñòîå ðå-
øåíèå) ñëó÷àÿìè îáùåé çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ñëîæíîé ôóíê-
öèè; îíè ïðèâåäåíû íàìè êàê èëëþñòðàöèÿ ïðèíöèïà ðåêóððåíòíîñòè. Â
äàííîì ïóíêòå ìû îáðàòèìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ, èìåííî çäåñü çàëîæå-
íà îñíîâíàÿ èäåÿ íàøåãî ìåòîäà, êîòîðàÿ ïðîâîäèòñÿ çàòåì è âî âñåì
ïîñëåäóþùåì.

Ïóñòü çàäàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ f(u), u = u(x); çàôèêñèðîâàâ ôóíê-
öèþ u(x), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Lk(g) ïîëíóþ k−þ ôàêòîðèçîâàííóþ
ïðîèçââîäíóþ ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîé ôóíêöèè g(u), ò. å.

Lk(g) :=
1

k!

dkg

dxk
, g = g(u), u = u(x), k = 0, 1, . . . . (8)

Íàøà çàäà÷à ñåé÷àñ � ïîñòðîèòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
(L0, L1, . . . , Ln)f |x=x0

ïðè èçâåñòíûõ u(0), u(1), . . . , u(n)|x0
è

f (0), f ′, f ′′, . . . , f (n)|u0=u(x0); îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îò f ìû èñïîëüçóåì
îáû÷íûå ïðîèçîäíûå.

Ïðèìåíèì ê ðàâåíñòâó

L1(g) = g′u′ = g′u(1)

ôîðìóëû (5), (6); ïîëó÷èì ïðè k ≥ 1

Lk(g) =
1

k
Lk−1

(
L1(g)

)
=

1

k
Lk−1

(
g′u(1)

)
=

=
1

k

k−1∑
j=0

(
u(1)
)
(j)Lk−1−j(g

′) =

=
1

k

k−1∑
j=0

(j + 1)u(j+1)Lk−1−j(g
′) =

=
1

k

k∑
j=1

ju(j)Lk−j(g
′) .

(9)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà â êà÷åñòâå g ôóíêöèþ f (m), ïîëó÷èì
Lk

(
f (m)

)
=

1

k

k∑
j=1

ju(j)Lk−j

(
f (m+1)) k = 1, 2, . . .

L0
(
f (m) = f (m) .

(10)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî âû÷èñëèòü (L0, L1, . . . , Ln) f , åñëè èçâåñòíû
(L0, L1, . . . , Ln−1) f ′ (ïîëàãàåì â (10) m = 0,) ïîñëåäíèå, â ñâîþ î÷åðåäü,
ìîæíî íàéòè, åñëè èçâåñòíû (L0, L1, . . . , Ln−2) f ′′ (ïîëàãàåì m = 1), è òàê
äàëåå, â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî çíàòü
(L0, L1, . . . , Ln−m) f (m) è, â êîíöå êîíöîâ, ïðè m = n òîëüêî L0

(
f (n)
)

=

f (n). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ �ïèðàìèäû�
çíà÷åíèé

L0
(
f (n)
)

L1
(
f (n−1)

)
, L0

(
f (n−1)

)
. . . . . . . . . . . . . . .
Ln

(
f
)
, Ln−1

(
f
)
, . . . , L0

(
f
) (11)

(â äàííîé òî÷êå x = x0); îòìåòèì, ÷òî ïèðàìèäà ñòðîèòñÿ �õîäîì íà-
çàä� îò áîëüøèõ çíà÷åíèé m ê ìåíüøèì. Îïèñàííàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèé
ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì àëãîðèòìîì.

Àëãîðèòì À1.

âõîä (n; a, b [0 : n])

n

i=1

{
ai := i ∗ ai m := n− i

i

k=1

{
p := k + m bp :=

1

k

k∑
j=1

aj ∗ bp+1−j

}}
n

j=0

{
aj := bj

}
âûõîä(a)

Ïîÿñíåíèÿ.
1) Íà âõîäå aj = u(j), bj = f (j), íà âûõîäå

aj = Lj(f), j = 0, 1, . . . , n ; n ≥ 0 .

2) Â öåëÿõ ýêîíîìèè ïàìÿòè àëãîðèòì ïîñòðîåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî
çíà÷åíèÿ Lk

(
f (m)

)
çàïèñûâàþòñÿ â òó æå ÿ÷åéêó, ÷òî è Lk−1

(
f (m+1)

)
,

ò. å. â ÿ÷åéêó bk+m.
3) Çàêëþ÷èòåëüíûé ïåðåíîñ ðåçóëüòàòîâ â ìàññèâ a ñäåëàí äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû óäîáíî áûëî ïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì À1 äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâîäíûõ ñóïåðïîçèöèè íåñêîëüêèõ ôóíêöèé; íàïðèìåð, åñëè íóæíî
íàéòè ïðîèçâîäëíûå ôóíêöèè f3

(
f2
(
f1(u)

))
, òî ïðè ïåðâîì îáðàùåíèè

ê À1 íóæíî ïîäãîòîâèòü ìàññèâ a è b, à ïðè âòîðîì è òðåòüåì òîëüêî
ìàññèâ b, ò. ê. a áóäåò óæå ïîäãîòîâëåí.
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4) Çíà÷åíèÿ a0, b0 äëÿ àëãîðèòìà áåçðàçëè÷íû, îíè ââåäåíû äëÿ óäîá-
ñòâà àáîíåíòà; àëãîðèòì òðåáóåò ∼ n3/6 îïåðàöèé, ïðè n = 10 ýòî ∼ 170
îïåðàöèé.

3. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ îáðàòíîé ôóíêöèè

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f(u) (u � íåçàâèñèìûé àðãóìåíò), äîñòàòî÷íîå
÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ â äàííîé òî÷êå u0; ïîëîæèì x0 := f(u0).
Ïîä îáðàòíîé ôóíêöèåé ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ u(x), îïðåäåëåííàÿ â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è ñòîëüêî æå ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ â ñàìîé
òî÷êå x0, òàêàÿ, ÷òî u(x0) = u0 è f(u(x)) ≡ x. Íàïðèìåð, åñëè u0 = −2,
f(u) = u2−1, òî x0 = 3, u(x) = −

√
1 + x. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò

(è ïðè ýòîì åäèíñòâåííà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′(u0) 6= 0; ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî. Íàøà çàäà÷à ñåé÷àñ � ïîñòðîèòü àëãî-
ðèòì âû÷èñëåíèÿ
f(u0) =u′, u′′, . . . , u(n) |x0=f(u0) ïðè èçâåñòíûõ f ′, f ′′, . . . , f (n) |u0

.
Ïóñòü u(x) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ, è îïåðàòîðû Lk îïðåäåëåíû â (8),

òîãäà L1(f) = 1, L2(f) = L3(f) = . . . = Ln(f) = 0. Èç âûðàæåíèé

L1(f) = f (1)u(1)

L2(f) =
1

2
f (2)u2

(1) + f (1)u(2)

L3(f) =
1

6
f (3)u3

(1) + f (2)u(1)u(2) + f (1)u(3)

. . . . . . . . . . . . . . .

ëåãêî óñìîòðåòü, ÷òî t−ÿ ïðîèçâîäíàÿ u(t) ïîÿâëÿåòñÿ âïåðâûå â âû-

ðàæåíèè äëÿ Lt(f) è âõîäèò â íåãî ñ ìíîæèòåëåì f (1) = f ′(u0) 6= 0.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u(1) ìîæíî íàéòè èç ðàâåíñòâà L1(f) = 1, ïîñëå
ýòîãî, çíàÿ u(1), ìîæíî íàéòè u(2) èç ðàâåíñòâà L2(f) = 0, çàòåì, çíàÿ
u(1), u(2), ìîæíî íàéòè u(3) èç ðàâåíñòâà L3(f) = 0 è òàê äàëåå; âîîá-
ùå, çíàÿ u(1), u(2), . . . , u(t−1) , ìîæíî íàéòè u(t) èç ðàâåíñòâà Lt(f) = 0.

Âàæíî, ÷òî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ Lt(f) (áåç ïîñëåäíåãî ÷ëåíà f (1)u(t)) ìî-
æåò áûòü âû÷èñëåíî ïðè èçâåñòíûõ u(1), u(2), . . . , u(t−1) ïî àëãîðèòìó À1;
òàêèì îáðàçîì, ãðóáî ãîâîðÿ, èñêîìûé àëãîðèòì èìååò ñòðóêòóðó âèäà

n

t=1

{
A1(t); u(t)

}
Òî÷íàÿ çàïèñü ýòîãî àëãîðèòìà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Àëãîðèòì À2

âõîä (n; b [1 : n]); ðàáî÷èå ìàññèâû a [1 : n], c [0 : n− 1];
if b1 = 0 then goto M; a1 := 1/b1

n

t=2

{ t−1

i=0

{ k=i

1

{
ck :=

1

k

k∑
j=1

aj ∗ ck−j

}
c0 := bt−i

}
at := −a1 ∗

t−1∑
j=1

aj ∗ ct−j

}
n

t=1

{
bt :=

at

t

}
M : (b)

Ïîÿñíåíèå. Íà âõîäå bj = f (j), íà âûõîäå, åñëè b1 = 0, òî îáðàòíîé
ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò (â ýòîì ñëó÷àå ìàññèâ b òîò æå, ÷òî íà âõîäå),
åñëè b1 6= 0, òî bj = u(j) j = 1, 2, . . . , n; n ≥ 1, àëãîðèòì òðåáóåò ∼ n4/24
îïåðàöèé, ïðè n = 10 ýòî ∼ 450 îïåðàöèé.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ öåëåé äàííîãî ïóíêòà ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü àë-
ãîðèòì ñ îöåíêîé ÷èñëà îïåðàöèé n3/6, áàçèðóþùèéñÿ íà èçìåíåííîé
ñõåìå àëãîðèòìà À1, ðàáîòàþùèé íå �õîäîì íàçàä�, à �õîäîì âïåðåä�.
Îäíàêî òàêîé àëãîðèòì îêàçûâàåòñÿ ìåíåå óñòîé÷èâûì ê âû÷èñëèòåëü-
íûì ïîãðåøíîñòÿì (íà ïîäîáíûõ âîïðîñàõ ìû â íàñòîÿùåì Ñîîáùåíèè
íå îñòàíàâëèâàåìñÿ), è, êðîìå òîãî, îí íå îáîáùàåòñÿ íà áîëåå îáùóþ çà-
äà÷ó íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íåÿâíîé ôóíêöèè. Ïî ýòèì ïðè÷èíàì ìû
îòäàëè ïðåäïî÷òåíèå îïèñàííîìó àëãîðèòìó À2 (îæèäàåìûå çíà÷åíèÿ
n âñå æå íå î÷åíü âåëèêè, n ∼ 10).

4. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóíêöèè
äâóõ ïåðåìåííûõ

Ôàêòîðèçîâàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äâóõ ïåðåìåííûõ Φ(x, u) îïðå-
äåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:

Φkt :=
1

k!t!

∂k+tΦ

∂xk∂ut
, k, t, = 0, 1, . . . ,

ïðè ýòîì ñóììà k + t íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïðîèçâîäíîé. Ýòè ïðîèçâîä-
íûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì ëèíåéíîñòè âèäà (1), à äëÿ ïðîèçâå-
äåíèÿ äâóõ ôóíêöèé èìååò ìåñòî ôîðìóëà ñâåðòêè, àíàëîãè÷íàÿ (5)

(ΦF )kt =
k∑

i=0

t∑
j=0

Φij ∗ Fk−i,t−j . (12)
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Êàê è â ï.1, ìîæíî, èñõîäÿ èç (12), ïîñòðîèòü ïðîñòûå ðåêóððåíòíûå àë-
ãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèéΨ(x, u) =
1/Φ(x, u) è Ψ(x, u) = exp(Φ(x, u)); ââèäó ïîëíîé àíàëîãèè, ìû íå áóäåì
íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ, à îáðàòèìñÿ ñðàçó ê îáùåìó ñëó÷àþ ñëîæíîé
ôóíêöèè Ψ(x, u) = f(Φ(x, u)), ãäå f(z) � ïðîèçâîëüíàÿ (äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ)ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âìåñòå ñ îïåðà-
öèåé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ âêëþ÷åíèÿ â àëãå-
áðó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ôóíêöèé äâóõ ïå-
ðåìåííûõ, èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå; íàïðèìåð, ôóíêöèþ Φ1(x, u)Φ2(x,u)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå exp(Φ2 · ln Φ1), ò. å. â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ
ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî (ïëþñ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ: èìåÿ Φ1, Φ2
ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíî Ψ1 := ln Φ1, Ψ2 := Φ2 ·Ψ1, Ψ3 := exp(Ψ2).

Èòàê, îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ âñåõ ôàêòîðèçîâàííûõ ïðîèç-
âîäíûõ Ψkt ïîðÿäêîâ ≤ n (k + t ≤ n) ñëîæíîé ôóíêöèè Ψ(x, u) = f(z),
z = Φ(x, u) â äàííîé òî÷êå (x0, u0), ãäå ôóíêöèè f è Φ çàäàíû; èñ-
õîäíîé èíôîðìàöèåé â ýòîé çàäà÷å áóäóò çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ Φkt,
0 ≤ k + t ≤ n ôóíêöèè Φ â òî÷êå (x0, u0) è (îáû÷íûõ) ïðîèçâîäíûõ
f (0), f ′, f ′′, . . . , f (n) â òî÷êå z0 = Φ(x0, u0).

Ïîñëåäóåì ñõåìå ðàññóæäåíèé, êîòîðàÿ ïðèâåëà â ï.2 ê àëãîðèòìó
À1; çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ Φ(x, u), è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g(z)
ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

Lkt(g) :=
1

k!t!

∂k+tg

∂xk∂ut
, g = g(z), z = Φ(x, u), k, t = 0, 1, 2, . . . .

Íàøà çàäà÷à � ïîñòðîèòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ �ïèðàìèäû� ïðîèçâîä-
íûõ 

L00
L10 L01
L20 L11 L02
. . . . . . . . . . . .
Ln0 Ln−1,1 . . . L0n


f

(13)

â òî÷êå (x0, u0). Ïðèìåíèì ê ðàâåíñòâó

L10(g) = g′ · ∂Φ

∂x
= g′Φ10
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ôîðìóëó (12), ïîëó÷èì ïðè k ≥ 1 (àíàëîãè÷íî (9))

Lkt(g) =
1

k
Lk−1,t

(
L10(g)

)
=

1

k
Lk−1,t(g

′ · Φ10) =

=
1

k

k−1∑
i=0

t∑
j=0

(
Φ10
)
ij
· Lk−1−i,t−j(g

′) =

=
1

k

k∑
i=1

t∑
j=0

iΦij · Lk−i,t−j(g
′) .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà â êà÷åñòâå g ôóíêöèþ f (m), ïîëó÷èì

Lkt

(
f (m)) =

1

k

k∑
i=1

t∑
j=0

iΦij ·Lk−i,t−j

(
f (m+1)) k = 1, 2, . . . , t = 0, 1, . . . .

(14)
Ïðè k = 0 ìû èìååì äåëî ñ ïðîèçâîäíûìè òîëüêî ïî îäíîìó àðãóìåíòó
(ïî u), è ïîýòîìó ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (10), îòíîñÿùåé-
ñÿ ê ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî; ýòî äàåò

L0t

(
f (m)

)
=

1

t

t∑
j=1

jΦ0j · L0,t−j

(
f (m+1)) t = 1, 2, . . .

L00
(
f (m)

)
= f (m) .

(14)

ôîðìóëû (14) ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïèðàìèäû (13) ïîðÿäêà
n äîñòàòî÷íî èìåòü ïèðàìèäó (n− 1)−ãî ïîðÿäêà L00

L10 L01
. . . . . . . . . . . .
Ln−1,0 Ln−2,1 . . . L0,n−1


f ′

äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî èìåòü ïèðàìèäó (n − 2)−ãî ïî-
ðÿäêà äëÿ ôóíêöèè f (2) è ò. ä. ; çàêàí÷èâàåòñÿ âñå ïèðàìèäîé íóëåâîãî
ïîðÿäêà L00

(
f (n)
)

= f (n). Ýòî ïðèâîäèò ê �äâóìåðíîìó� àëãîðèòìó ñî-
âåðøåííî àíàëîãè÷íîìó ïî èäåå �îäíîìåðíîìó� àëãîðèòìó À1; ýòîò àë-
ãîðèòì, êîíå÷íî, áîëåå ãðîìîçäîê, íî, îêàçûâàåòñÿ, äëÿ åãî ðåàëèçàöèè
äîñòàòî÷íî èìåòü ðàáî÷åå ïîëå, ñîñòîÿùåå ëèøü èç îäíîé êâàäðàòíîé
ìàòðèöû è îäíîãî âåêòîðà ïîðÿäêà (n + 1) (íà ýòîì ïîëå ðàñïîëàãàåòñÿ
è èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ).
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Àëãîðèòì À3.
âõîä (n; E[0 : n, 0 : n], b[0 : n])

E00 := bn

n

p=1

{
m := n− p bm+1 := p ∗ Epp

p

j=1

{
Ep−j,p := j ∗ Ep,p−j

}
t=p−1

0

{k=p−t

1

{
q := k + t Eqt :=

1

k

t∑
j=0

k+j∑
i=1+j

Eji ∗ Eq−i,t−j

}

q := t + 1 Eqq :=
1

q

t∑
j=0

bn−t+j ∗ Ejj

}
E00 := bm

}
(E)

Ïîÿñíåíèå. Íà âõîäå çíà÷åíèÿ f (j), j = 0, 1, . . . , n íàõîäÿòñÿ â ÿ÷åé-
êàõ bj, ïèðàìèäà çíà÷åíèé Φkt, 0 ≤ k + t ≤ n çàíèìàåò íèæíþþ ïîëî-
âèíó (ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ è íà íåé) ìàòðèöû E, èìåííî çíà÷åíèå
Φkt íàõîäèòñÿ â ÿ÷åéêå Ek+t,t (ò. å. ïèðàìèäà ñòðîèòñÿ ïî òèïó (13));
ñîäåðæèìîå âåðõíåé ïîëîâèíû ìàòðèöû E è ÿ÷åéêè E00 áåçðàçëè÷íî �
ýòî ðàáî÷åå ïîëå àëãîðèòìà. Íà âûõîäå çíà÷åíèÿ Lkt(f) (ò. å. ïèðàìèäà
(13)) ðàñïîëîæåíû â ìàòðèöå E àíàëîãè÷íî, ýòî óäîáíî äëÿ ìíîãîêðàò-
íîãî îáðàùåíèÿ ê àëãîðèòìó: ïðè ïîñëåäóþùèõ îáðàùåíèÿõ íàäî ïîä-
ãîòàâëèâàòü òîëüêî ìàññèâ b (ñðàâíè ñ ïîÿñíåíèåì 3 ê àëãîðèòìó À1).
Äîïóñòèìî n ≥ 1; àëãîðèòì òðåáóåò ∼ n5/120 îïåðàöèé, ïðè n = 10 ýòî
∼ 103 îïåðàöèé.

5. Ïîëíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèÿ u(x) è ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ Φ(x, u). Êàê
è â ï.2, çàôèêñèðîâàâ ôóíêöèþ u(x), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Lk(G) ïîë-
íóþ k−þ ôàêòîðèçîâàííóþ ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ G(x, u), ò. å.

Lk(G) :=
1

k!

dkG

dxk
, G = G(x, u), u = u(x), k = 0, 1, . . . . (15)

Çàäà÷à íàñòîÿùåãî ïóíêòà � ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ
(L0, L1, . . . , Ln) Φ|x=x0

ïðè èçâåñòíûõ u′, u′′, . . . , u(n) |x0
è ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ (îáû÷íûõ, îáîçíà÷àåìûõ âåðõíèìè èíäåêñàìè)

Φpq|(x0,u0), u0 = u(x0), 0 ≤ p + q ≤ n .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè G(x, u) èìååì

L1(G) =
∂G

∂x
+

∂G

∂u
u′ = G10 + G01 · u(1) ,
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ïîýòîìó íà îñíîâàíèè (5)á (6) çàïèøåì àíàëîãè÷íî (9) ïðè k ≥ 1

Lk(G) =
1

k
Lk−1

(
L1(G)

)
=

1

k
Lk−1

(
G10 + G01 · u(1)

)
=

=
1

k

(
Lk−1(G

10)+
k∑

j=1

ju(j)Lk−j(G
01)
)

.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà â êà÷åñòâå G ôóíêöèþ Φpq, ïîëó÷èì
Lk

(
Φpq
)

=
1

k

(
Lk−1(Φ

p+1,q) +
k∑

j=1

ju(j)Lk−j(Φ
p,q+1)

)
k ≥ 1

L0
(
Φpq
)

= Φpq .

(16)

Èç ýòèõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ
(L0, L1, . . . , Ln) îò ôóíêöèè Φ äîñòàòî÷íî çíàòü (L0, L1, . . . , Ln−1) îò ïðî-
èçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà (p + q = 1), äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, äîñòà-
òî÷íî èìåòü (L0, L1, . . . , Ln−2) îò ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà (p + q =
2) è ò. ä. âïëîòü äî L0 îò ïðîèçâîäíûõ n−ãî ïîðÿäêà. Òàê æå, êàê è â
ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ýòà ñèòóàöèÿ âïîëíå àíàëîãè÷íà �îäíîìåðíîé� ñè-
òóàöèè ï.2 è ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.
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Àëãîðèòì À4

âõîä (n; a [0 : n], E [0 : n, 0 : n])

n

i=1

{
ai := i ∗ ai m := n− i

n

q=0

{ k=i

1

{
p := k + m

Epq :=
1

k

(
Epq +

k∑
j=1

aj ∗ Ep+1−j,q+1
)}}}

n

j=0

{
aj := Ej0

}
(a)

Ïîÿñíåíèå. Íà âõîäå aj = u(j), j = 0, 1, . . . , n, çíà÷åíèÿ Φpq ðàñïî-
ëîæåíû êàê è â àëãîðèòìå À3, à èìåííî, Φpq íàõîäèòñÿ â ÿ÷åéêå Ep+q,q

ìàòðèöû E, 0 ≤ p + q ≤ n. Íà âûõîäå aj = Lj(Φ), j = 0, 1, . . . , n; áîëåå
ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â ìàòðèöå E, èìåííî, Ep+q,q = Lp(Φ

0q),
0 ≤ p + q ≤ n. Âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ìàòðèöû E (íàä ãëàâíîé äèàãîíà-
ëüþ) àëãîðèòìîì íå èñïîëüçóåòñÿ; äîïóñòèìî n ≥ 0, àëãîðèòì òðåáóåò
∼ n4/24 îïåðàöèé, ïðè n = 10 ýòî ∼ 450 îïåðàöèé.

6. Ïðîèçâîäíûå íåÿâíîé ôóíêöèè

Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèÿΦ(x, u) è òî÷êà (x0, u0), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ Φ(x0, u0) = 0; íåÿâíîé ôóíêöèåé u(x) ìû íàçûâàåì ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ Φ(x, u) = 0, îïðåäåëåííîå è íåïðåðûâíîå â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = x0
è òàêîå, ÷òî u(x0) = u0. Öåëü ýòîãî ïóíêòà � äàòü àëãîðèòì âû÷èñëå-
íèÿ u(0), u(1), . . . , u(n) |x0

ïðè èçâåñòíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Φpq|(x0,u0),
1 ≤ p + q ≤ n (ïîä÷åðêíåì, ÷òî çíà÷åíèå u0 íå íàõîäèòñÿ, îíî ñ÷èòà-
åòñÿ èçâåñòíûì); ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷è ï.3, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê çàäà÷à î íåÿâíîé ôóíêöèè, åñëè ïîëîæèòü
Φ(x, u) = f(u)− x.

Ïóñòü u(x) � íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ, è îïåðàòîðû Lk îïðåäåëåíû â (15), òî-
ãäà Lk(Φ) = 0, k = 1, 2, . . . , n. Èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (16) ëåãêî
óñìîòðåòü, ÷òî t−ÿ ïðîèçâîäíàÿ u(t) ïîÿâëÿåòñÿ âïåðâûå â âûðàæåíèè

äëÿ Lt(Φ) è ïðè ýòîì ñ êîýôôèöèåíòîì Φ01 =
∂Φ

∂u
|(x0,u0). Äëÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ (îäíîçíà÷íîé) íåÿâíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Φ01 6= 0; ïîýòîìó çíà÷åíèå u(1) ìîæåò áûòü
íàéäåíî èç óñëîâèÿ L1(Φ) = 0, ïîñëå ýòîãî, çíàÿ u(1), ìîæíî íàéòè u(2)
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èç óñëîâèÿ L2(Φ) = 0 è ò. ä. . Âîîáùå, u(t) ìîæåò áûòü íàéäåíî èç óñëî-
âèÿ Lt(Φ) = 0, ïðè ýòîì çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ äëÿ Lt(Φ) áåç ïîñëåäíåãî
÷ëåíà Φ01 · u(t) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïðè èçâåñòíûõ u(1), u(2), . . . , u(t−1)
ïî àëãîðèòìó À4. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèòóàöèÿ âïîëíå àíàëîãè÷íà ï.3 è
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.

Àëãîðèòì À5
âõîä (n; E [0 : n, 0 : n]) if E11 = 0 then goto M1;

n

t=1

{
E0,t−1 := 0

t

i=0

{
m := t− i

m

q=0

{ k=i

1

{
p := k + m Eqp :=

1

k

(
Eqp +

k−1∑
j=0

E0j ∗ Eq+1,p−j

if q = 0 then goto M2

}
Eqm := Emq M2 :

}}

E0,t−1 := −t ∗ E0t

E11

} t=n

1

{
E0t :=

E0,t−1

t

}

M1 : âûõîä (E)

Ïîÿñíåíèå. Íà âõîäå ìàòðèöà E ñîäåðæèò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Φpq,
1 ≤ p + q ≤ n, êàê ýòî óêàçàíî â ïîÿñíåíèè ê àëãîðèòìó À4. Íà âûõîäå,
åñëè E11 = 0, òî íåÿâíîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò, â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà
E òà æå, ÷òî íà âõîäå; åñëè E11 6= 0, òî u(j) íàõîäÿòñÿ â ÿ÷åéêàõ E0j,
j = 1, 2, . . . , n. Äîïóñòèìî n ≥ 1, ðàáî÷åå ïîëå ìàòðèöû E èñïîëüçóåòñÿ
ïîëíîñòüþ; àëãîðèòì òðåáóåò ∼ n5/120 îïåðàöèé, ïðè n = 10 ýòî ∼ 103

îïåðàöèé.
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7. Çàìå÷àíèÿ ê èñïîëüçîâàíèþ àëãîðèòìîâ

Äëÿ ïðèëîæåíèé ÷àñòî áûâàåò óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ îäíîðîäíûìè
ïðîèçâîäíûìè (îáîçíà÷èì èõ èíäåêñîì â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ)

y[k] := γky(k), y[k] := γky(k), k = 0, 1, 2, . . .

ñ íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì γ, èìåþùèì ðàçìåðíîñòü àðãóìåíòà ôóíêöèè
y(x), γ 6= 0. Íàïðèìåð, γ ìîæåò áûòü åäèíèöåé èçìåðåíèÿ àðãóìåíòà, èëè
ìàñøòàáíûì ìíîæèòåëåì, âûáðàííûì òàê, ÷òîáû âåëè÷èíû y[k] (èëè y[k])
íå î÷åíü áûñòðî ðîñëè èëè óáûâàëè ñ íîìåðîì k. Òàê, ïðè èñïîëüçîâàíèè
ôîðìóëû (3) óäîáíî âçÿòü γ = −x0, à äëÿ ðÿäà (4) γ = x−1.

Ïðèâåäåííûå àëãîðèòìû À1 � À5 ìîæíî áûëî áû íàïèñàòü â òåðìè-
íàõ îäíîðîäíûõ ïðîèçâîäíûõ (îíè ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèëèñü
áû), íî ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå, ìû ðåøèëè îãðàíè÷èòüñÿ
îáû÷íûìè ïðîèçâîäíûìè (÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îäíîðîäíûõ,
ïîëó÷àþùèìñÿ ïðè γ = 1); ïðè æåëàíèè íåîáõîäèìûå èçìåíåíèÿ ëåãêî
âíåñòè. Ïîýòîìó, èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìîâÀ1 �À5 (â òîì âèäå, êàê îíè
ïðèâåäåíû) òðåáóåò îïðåäåëåííîé îñòîðîæíîñòè. Òàê, íàïðèìåð, ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèè y(t) = sin ωt ðàñòóò êàê ωk, ÷òî ïðè áîëüøèõ ω ìîæåò
ïðèâåñòè â ÝÂÌ ê ïåðåïîëíåíèþ äàæå ïðè íåáîëüøèõ k (è, íàîáîðîò,
åñëè ω ìàëî, òî ωk áûñòðî îáðàòèòñÿ â ìàøèííûé íóëü). Àíàëîãè÷íî
ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u(x), îáðàòíîé ê ôóíêöèè f(u) = A sin u, ðàñòóò
(èëè óáûâàþò) êàê A−k, ò. ê. â äàííîì ñëó÷àå u(x) = arc sin x

A . Ïîýòî-
ìó ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ À1 � À5 íàäî ïðèâåñòè çàäà÷ó ê
áåçðàçìåðíûì àðãóìåíòàì.
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Ïðèëîæåíèå

Ïðèëàãàåìûå ïðîöåäóðû çàïèñàíû íà ÿçûêå Àëãîë�68 â âåðñèè, ïðè-
íÿòîé â ÖÝÌÈ ÀÍ ÑÑÑÐ ïî ñîñòîÿíèþ íà ìàé 1982 ãîäà. Âñå ïðîöåäóðû
ïðîøëè òåñòîâóþ ïðîâåðêó íà ÝÂÌ ÅÑ�1022, òåñòîâàÿ èíôîðìàöèÿ ïðè-
âîäèòñÿ.

Ïðîöåäóðà dif 1 � âû÷èñëåíèå ôàêòîðèçîâàííûõ ïðîèçâîäíûõ ñëîæ-
íîé ôóíêöèè Ψ(x) = f(u), u = u(x) â äàííîé òî÷êå x0.

1 .proc dif 1=(.ref[ ].real A,B) .void :
2 .begin .int i,j,k,m,p; .real r; .int n=.upb A;
3 .for i .to n .do A[i]:=i*A[i]; m:=n�i;
4 .for k .from i .by �1 .to 1 .do r:=0; p:=k+m;
5 .for j .to k .do r:=r+A[j]*B[p+1�j] .od; B[p]:=r/k .od .od;
6 .for j .from 0 .to n .do A[j]:=B[j] .od .end;

Ìàññèâû A, B èìåþò â îñíîâíîé ïðîãðàììå îïèñàíèå [0:n].real A,
B; òåêñò ïðîöåäóðû ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòìó A1 Ñîîáùåíèÿ. Òåñòîâûé
ïðèìåð

n = 4, u(x) = πx4, f(u) = sin u, x0 =
1
4
√

3
= 0.7598 .

Íà âõîäå � ôàêòîðèçîâàííûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u:
u(0), u(1), u(2), u(3), u(4)|x=x0

A = (1.0472, 5.5128, 10.833, 9.5484, 3.1416) ,

îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f : f (0), f (1), f (2), f (3), f (4)|u=u0

B = (0.8660, 0.5 , −0.8660, −0.5 , 0.8660) .

Íà âûõîäå � ôàêòîðèçîâàííûå ïðîèçâîäíûå Ψ(j), j = 0, 1, 2, 3, 4

A = (0.8660, 2.7560, −7.7180, −61.143, −144.65) .

Ïðîöåäóðà dif 2 � âû÷èñëåíèå ôàêòîðèçîâàííûõ ïðîèçâîäíûõ îáðàò-
íîé ôóíêöèè; ïðÿìàÿ ôóíêöèÿ � x = f(u) ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì u0
íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà u, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ � u = u(x) := f−1(x), ïðî-
èçâîäíûå êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ (åñëè f ′(u0) 6= 0).

1 .proc dif2=(.ref[ ].real B) .void : .begin .int i,j,k,t;
2 .int n= .upb B; [1:n].real A; [0:n-1].real C; .real r;
3 .if .abs B[1]< 0.1E-11 .then goto M .fi; A[1]:=1/B[1];
4 .for t .from 2 .to n .do .for i .from 0 .to t-1 .do
5 .for k .from i .by -1 .to 1 .do r:=0; .for j .to k .do
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6 r:=r+A[j]*C[k-j] .od; C[k]:=r/k .od; C[0]:=B[t-i] .od;
7 r:=0; .for j .to t-1 .do r:=r-A[j]*C[t-j] .od; A[t]:=A[1]*r .od;
8 .for t .to n .do B[t]:=A[t]/t .od; M: .skip .end;

Ìàññèâ B èìååò îïèñàíèå [1:n].real B; òåêñò ïðîöåäóðû ñîîòâåòñòâóåò
àëãîðèòìó À2 Ñîîáùåíèÿ. Òåñòîâûé ïðèìåð

n = 4, f(u) = sin u, u0 = −π

4

è, ñëåäîâàòåëüíî,

u(x) = arc sin x, x0 = − 1√
2

.

Íà âõîäå � îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f : f (1), f (2), f (3), f (4)|u=u0

B = (0.7071, 0.7071, −0.7071, −0.7071) .

Íà âûõîäå � ôàêòîðèçîâàííûå ïðîèçâîäíûå u:
u(1), u(2), u(3), u(4)|x=x0

.

B = (1.4142, −1, 1.8856, −4) .

Ïðîöåäóðà dif 3 � âû÷èñëåíèå ôàêòîðèçîâàííûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ

Ψkt :=
1

k!t!

∂k+tΦ

∂xk∂ut
, 0 ≤ k + t ≤ n

ñëîæíîé ôóíêöèè Ψ(x, u) = f(z), z = Φ(x, u) â äàííîé òî÷êå (x0, u0).

1 .proc dif3=(.ref[ , ].real E, .ref[ ].real B) .void : .begin
2 .real r; .int i,j,k,m,p,q,t; .int n=.upb B; E[0,0]:=B[n];
3 .for p .to n .do m:=n-p; B[m+1]:=p*E[p,p]; .for j .to p .do
4 E[p-j,p]:=E[p,p-j]*j .od; .for t .from p-1 .by -1 .to 0 .do
5 .for k .from p-t .by -1 .to 1 .do q:=k+t; r:=0;
6 .for j .from 0 .to t .do .for i .from 1+j .to k+j .do
7 r:=r+E[j,i]*E[q-i,t-j] .od .od; E[q,t]:=r/k .od; q:=t+1; r:=0;
8 .for j .from 0 .to t .do r:=r+B[n-t+j]*E[j,j] .od;
9 E[q,q]:=r/q .od; E[0,0]:=B[m] .od .end;

Âõîäíûå ìàññèâû èìåþò îïèñàíèÿ [0:n,0:n].real E, [0:n].real B; òåêñò ïðî-
öåäóðû ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòìó À2 Ñîîáùåíèÿ. Òåñòîâûé ïðèìåð

n = 3, f(z) = 2 sin z, Φ(x, u) =
1

x2u
, (x0, u0) = (2,

3

4π
) .
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Íà âõîäå � ôàêòîðèçîâàííûå ïðîèçâîäíûå Φkt, 0 ≤ k + t ≤ 3

E =

 1.0472
−1.0472 −4.3865
−0.7854 4.3865 18.374
−0.5236 −3.2899 −18.374 −76.965

 , Ek+t,t = Φkt ;

îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå f (j), j = 0, 1, 2, 3

B = (1.7321, 1, −1.7321, −1) .

Íà âûõîäå � ôàêòîðèçîâàííûå ïðîèçâîäíûå Ψkt, 0 ≤ k + t ≤ 3

E =

 1.7321
−1.0472 −4.3865
−0.1643 −3.5697 1.7106

1.0923 13.039 58.354 76.701

 , Ek+t,t = Ψkt .

Ïðîöåäóðà dif 4 � âû÷èñëåíèå ïîëíûõ ôàêòîðèçîâàííûõ ïðîèçâîä-
íûõ

Ψ(k) :=
1

k!

dkΨ

dxk
, k = 0, 1, . . . , n

ñëîæíîé ôóíêöèè Ψ(x) = Φ(x, u), u = u(x) â äàííîé òî÷êå x0.

1 .proc dif4=(.ref[ ].real A, .ref[ , ].real E) .void :
2 .begin .real r; .int i,j,k,t,p,m; .int n=.upb A;
3 .for i .to n .do A[i]:=A[i]*i; m:=n-i; .for t .from 0 .to m .do
4 .for k .from i .by -1 .to 1 .do p:=k+m; r:=E[p,t]; .for j .to k .do
5 r:=r+A[j]*E[p+1-j,t+1] .od; E[p,t]:=r/k .od .od .od;
6 .for j .from 0 .to n .do A[j]:=E[j,0] .od .end;

Âõîäíûå ìàññèâû èìåþò îïèñàíèÿ [0:n].real A, [0:n,0:n].real E; òåêñò
ïðîöåäóðû ñîîòâåòñòâóåò àëãîðèòìó À4 Ñîîáùåíèÿ. Òåñòîâûé ïðèìåð

n = 3, Φ(x, u) = sin(xu)− sin(1.2 · e1.2), u(x) = ex, x0 = 1.2 .

Íà âõîäå � ôàêòîðèçîâàííûå ïðîèçâîäíûå u(j), j = 0, 1, 2, 3

A = (3.3201, 3.3201, 1.6601, 0.5534) ,

îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå Φkt, 0 ≤ k + t ≤ 3

E =

 0
−2.2098 −0.7987

8.2270 2.3080 1.0747
24.3580 13.7600 4.9733 1.1501

 , Ek+t,t = Φkt .
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Íà âûõîäå � ôàêòîðèçîâàííûå ïðîèçâîäíûå Ψ(k), k = 0, 1, 2, 3

A = (0, −4.8615, 16.374, 70.640) .

Ïðîöåäóðà dif 5 � âû÷èñëåíèå ôàêòîðèçîâàííûõ ïðîèçâîäíûõ íåÿâ-
íîé ôóíêöèè u(x), çàäàííîé óðàâíåíèåì Φ(x, u) = 0, â äàííîé òî÷êå x0;
çíà÷åíèå u0 = u(x0) äîëæíî áûòü âû÷èñëåíî âíå ïðîöåäóðû. Íåÿâíàÿ
ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî, åñëè

∂Φ

∂u
|(x0,u0) 6= 0 .

1 .proc dif5=(.ref[ , ].real E) .void : .begin .real r;
2 .int n=.upb E; .int i,j,k,m,t,p,q; .if .abs E[1,1]<0.1E-11
3 .then goto M1 .fi; .for t .to n .do E[0,t-1]:=0;
4 .for i .from 0 .to t .do m:=t-i; .for q .from 0 .to m .do
5 .for k .from i .by -1 .to 1 .do p:=k+m; r:=E[q,p];
6 .for j .from 0 .to k-1 .do r:=r+E[0,j]*E[q+1,p-j] .od;
7 E[q,p]:=r/k; .if q=0 .then goto M2 .fi .od; E[q,m]:=E[m,q];
8 M2: .skip .od .od; E[0,t-1]:=-t*E[0,t]/E[1,1] .od;
9 .for t .from n .by -1 .to 1 .do E[0,t]:=E[0,t-1]/t .od;
10 M1: .skip .end;

Âõîäíîé ìàññèâ èìååò îïèñàíèå [0:n,0:n].real E; òåêñò ïðîöåäóðû ñîîò-
âåòñòâóåò àëãîðèòìó À5 Ñîîáùåíèÿ. Òåñòîâûé ïðèìåð

n = 3, Φ(x, u) = sin(u + x3)− 1

2
, x0 = 1, u0 =

π

6
− 1 ;

ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ áóäåò

u(x) =
π

6
− x3 .

Íà âõîäå � îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå Φkt, 0 ≤ k + t ≤ 3

E =

 0
2.5981 0.8660
0.6962 −1.5000 −0.5000

−45.1870 −10.7940 −2.5981 −0.8660

 , Ek+t,t = Φkt .

Íà âûõîäå

E =

 − −3 −3 −1
−
−
−

 ,
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çäåñü ýëåìåíòû âåðõíåé ñòðîêè äàþò èñêîìûå çíà÷åíèÿ u(j) = E0,j, j =
1, 2, 3.

Ïðîöåäóðà dif 6 � íàõîæäåíèå êîýôôèöèåíòîâ îòðåçêà ðÿäà Òåéëî-
ðà

u(x) = u0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)
2 + . . . + cn(x− x0)

n

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u′ = Φ(x, u), u(x0) = u0 .

çäåñü ck = u(k) � k−ÿ ôàêòîðèçîâàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u â òî÷êå
x0; ýòà çàäà÷à êðàòêî îïèñàíà â ïðåàìáóëå Ñîîáùåíèÿ.

1 .proc dif6=(.ref[ ].real A, .ref[ , ].real E) .void :
2 .begin .real r; .int i,j,k,t,p½m,q; .int n=.upb A;
3 .for t .from 0 .to n-1 .do .for j .to t .do
4 .for i .from 0 .to j-1 .do E[i,j]:=E[j,i] .od .od;
5 .for i .to t .do m:=t-i; .for q .from 0 .to m .do
6 .for k .from i .by -1 .to 1 .do p:=k+m; r:=E[q,p];
7 .for j .to k .do r:=r+A[j]*E[q+1,p+1-j] .od;
8 E[q,p]:=r/k .od .od .od; A[t+1]:=E[0,t] .od;
9 .for j .to n .do A[j]:=A[j]/j .od .end;

Âõîäíûå ìàññèâû èìåþò îïèñàíèÿ [0:n].real A, [0:n-1,0:n-1].real E; òåñòî-
âûé ïðèìåð

n = 3, Φ(x, u) = − 1

2x2u
, x0 = 1, u0 = 1 ;

ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ u(x) = 1/
√

x. Íà âõîäå �
îáû÷íûå ïðîèçâîäíûå Φkt, 0 ≤ k + t ≤ 2

E =

(
−0.5

1 −0.5
−3 −1 −1

)
, Ek+t,t = Φkt .

Ìàññèâ A íà âõîäå íå çàäàåòñÿ (îí ñëóæèò àäðåñîì çàñûëêè ðåçóëüòàòà),
êðîìå ÿ÷åéêè A0, êóäà öåëåñîîáðàçíî çàñëàòü çíà÷åíèå u0, â ïðèìåðå
ïîëàãàåì A0 = 1.
Íà âûõîäå � ôàêòîðèçîâàííûå ïðîèçâîäíûå u(k)|x0

, k = 0, 1, 2, 3

A = (1, −0.54, 0.375, −0.3125)

(åñëè A0 íå áûëî çàäàíî ïåðåä îáðàùåíèåì ê ïðîöåäóðå, òî îíî íå îïðå-
äåëåíî).

* * *
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